11

1 Funktionen mehrerer
Veranderlicher

Oft sind physikalische GréBen nicht nur von einer, sondern mehreren
EinflussgréBen abhéngig. Beispielsweise wird das Volumen eines Qua-
ders von drei Kantenldngen bestimmt. Die Verldngerung eines Stabes
infolge einer Krafteinwirkung ist nach dem Gesetz von Hooke abhéngig
von dieser Kraft, der Lange des Stabes, seinem Querschnitt und sei-
nem Elasizitdtsmodul. Solche Abhangigkeiten werden durch Funktionen
mehrerer Verédnderlicher beschrieben. Funktionen zweier Verénderlicher
kénnen graphisch veranschaulicht werden. Der Begriff des Grenzwer-
tes und der Stetigkeit wird erklart. Partielle Ableitungen sind Grenzwerte
der Differenzenquotienten bezuglich einer der Veranderlichen. Der Gra-
dient wird zur Charakterisierung des Wachstums einer Funktion und
zur Berechnung des totalen Differenzials benutzt. Damit ist z. B. die
Bestimmung maximaler absoluter und relativer Messfehler bei Vorga-
be der Toleranzen der MessgréBen mdglich. Eine wichtige Rolle spielt
die Ermittlung von Extremwerten von Funktionen mehrerer Verédnderli-
cher. Flachen- und Volumenintegrale sind i. Allg. Integrale von Funktio-
nen mehrerer Veranderlicher, mit denen z. B. die Berechnung von Mo-
menten bei inhomogener Dichteverteilung erfolgt.

1.1 Der Begriff der Funktion mehrerer

Veranderlicher

Die Veranderlichen, die eine physikalische GroBe beeinflussen, werden
in einem Vektor zusammengefasst. Der Definitionsbereich fur Funktio-
nen mehrerer Verénderlicher ist damit eine Teilmenge des Vektorraums
R™ oder der R" selber. Jetzt kann der Funktionsbegriff als eindeutige
Zuordnung aus dem R" in die Menge der reellen Zahlen R erklart wer-
den. Die graphische Veranschaulichung ist fiir Funktionen zweier Veran-
derlicher durch eine Oberflache im Raum mdglich. Isolinienbilder dienen
ebenfalls der Darstellung der Funktionswerte — ahnlich wie die Héhenli-
nien auf einer Landkarte.

Sei n € N und D C R" eine Teilmenge des R". Ist jeder Stelle
z = (z1, 2, ..., mn)T € D durch eine Vorschrift f eindeutig eine Zahl
z = f(z) = f(z1,22,....,xn) € R zugeordnet, so heifit f Funktion
von n unabhingigen Veréanderlichen x1, x2, ..., z, auf dem Defi-
nitionsbereich Dy = D. Dabei ist z die abhéngige Veridnderliche.

Beispiel 1.2

1. Sind zwei Widerstinde R; und Ro im Stromkreis parallel geschaltet (siehe
Bild 1.1), so errechnet sich ihr Gesamtwiderstand R aus dem Gesetz von
Ohm

R1 R
_ = — 4+ — zu = .
R1 + R

Bezeichnungen

R™  n-dimensionaler Vektorraum

x = (x1,22,...,2n) " €R"?
Vektor, Stelle

X(z1,22,...sTn)
zugehoriger Punkt

(ﬁ) = (z1, z2, ...,zn)T
zugehoriger Ortsvektor

R:
R.

Bild 1.1 Parallele Widerstande

Definition 1.1

Funktionen mehrerer
Verénderlicher
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(0]

Bild 1.2 Gravitationskraft F

Definition 1.3

Natiirlicher Definitionsbereich

X1

Bild 1.3 Graph einer Funktion
z = f(z1,22)

Graphische Darstellung

R ist abhdngig von den beiden Widerstanden R; und Rz, also eine Funktion
zweier Verdnderlichen R = R(R1, R2).

2. Die Gravitationskraft F' zwischen zwei Koérpern mit den Massen M und m
berechnet sich nach dem Gravitationsgesetz von Newton zu

ym M x

EENE

wobei v die Gravitationskonstante und = = O_X) = (z1, 22, £E3)T der Ortsvektor
des Schwerpunktes des Korpers mit der Masse m im dreidimensionalen karte-
sischen Koordinatensystem mit dem Ursprung O im Schwerpunkt des Korpers
mit der Masse M ist (siche Bild 1.2). Die Kraft F ist ein dreidimensiona-
ler Vektor, dessen Richtung durch den Einheitsvektor —z/|x| gegeben ist und
dessen Betrag v m M/|z|? ist. Komponentenweise lautet diese Gleichung

~ m M
|]?
Das bedeutet, dass die Kraftkomponenten Fi, Fy, Fi3 jeweils abhéngig von
z1,z2, 23 sind und daher Funktionen dreier Veranderlicher darstellen:

Fi = Fi(;vl, 2, wg).

F = — zi, i=1,2,3.

Der natiirliche Definitionsbereich einer Funktion f ist diejenige
Teilmenge des R"”, fiir die die Zuordnung f erklért ist.

Beispiel 1.4

1. Die Funktion f(z1,z2) = —4x1 —2x2+4 hat den natiirlichen Definitionsbereich
Dy = R?, da jeder Stelle (z1, mg)T € R? durch diese Vorschrift eine reelle Zahl
zugeordnet werden kann.

2. Die Funktion R(Ri,R2) = ———— hat als natiirlichen Definitionsbereich
R1+ Ro

Dy = R*\{(Ri,R2)": Ri = —Rs}, da der Nenner in der Funktionsvor-
schrift fiir Ry = —R2 null wird und somit der Bruch nicht erklart ist. Der
fiir das physikalische Gesetz relevante Definitionsbereich ist allerdings ledig-
lich {(R1,R2)": Ry > 0A Ry > 0}, da Widerstinde positiv sind.

~ m M

|=|®

chen Definitionsbereich Dy = R*\{(0,0,0)"}, da der Nenner in den Funk-
tionsvorschriften genau dann null ist, wenn |z| = 0 gilt, also = (0,0,0) " ist.
In diesem Fall fallen die Schwerpunkte der Koérper mit den Massen M und m
zZusammen.

3. Die Funktionen Fj(z1,z2,x3) = — x;, i =1,2,3, haben als natirli-

Die wesentlichen Unterschiede von Funktionen einer bzw. mehrerer Ver-
dnderlicher bestehen bereits fir die Falle n = 1 und n = 2. Fir Funk-
tionen mit mehr als zwei Verdnderlichen kann verallgemeinert werden.
Daher werden im Folgenden vorwiegend Funktionen zweier Verdnderli-
cher studiert.

Die gleichzeitige graphische Darstellung von Definitionsbereich und
Funktionswerten ist nur fiir Funktionen von bis zu zwei Verdnderlichen
moglich, da andernfalls mehr als drei Dimensionen dafiir benotigt wer-
den. Im Folgenden werden Moglichkeiten der graphischen Darstellung
von Funktionen zweier Verdnderlicher erlédutert.

Im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem mit den Achsen
x1, x2, 2z und dem Koordinatenursprung O wird der Definitionsbereich
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Dy durch eine Teilmenge der (z1,z2)-Ebene dargestellt. Jeder Stel-
le (acl,xz)T des Definitionsbereiches mit dem zugehérigen Punkt P’
kann mit der Funktion z = f(z1,x2) ein Punkt P mit dem Ortsvektor
(x1,22,2)" € R® zugeordnet werden. Der Punkt P’ ist die Projektion
des Punktes P auf die (z1,z2)-Ebene. Die Menge aller zugeordneten
Punkte P bildet i. Allg. eine Oberfliche im Raum R? (siehe Bild 1.3).

Die Menge der Punkte Gy ={(1,22,2): @1, 22 €Dy, 2= f(r1,22)}
heit Graph der Funktion f.

Beispiel 1.6

1. Der Graph der Funktion f(z1,z2) = —4x1 — 2z2 + 4 (vergleiche Beispiel 1.4)
ist eine Ebene mit der Gleichung z = —4x1 — 2z + 4 (sieche Bild 1.4). Thre

Achsenabschnittsgleichung lautet x1 + % + 1 =1.

2. Der Graph der Funktion f(x1,z2) = 27 + 22 heifit Kreisparaboloid (siche
Bild 1.5). Fiir z; = 0 folgt aus der Funktionsgleichung f(z1,0) = z2. Die
Menge der zugeordneten Punkte P ist eine Normalparabel in der (21, z)-Ebene.
Analog folgt fiir z1 = 0 aus der Funktionsgleichung f(0,z2) = mg Die Menge
der zugeordneten Punkte P ist eine Normalparabel in der (z2, z)-Ebene. Fiir
z = ¢, ¢ > 0, folgt aus der Funktionsgleichung ¢ = z% + zg Die Menge der
zugeordneten Punkte P in der Ebene z = c¢ parallel zur (z1,z2)-Ebene ist
jeweils ein Kreis mit dem Mittelpunkt (0,0, ¢) und dem Radius /c.

Bild 1.4 f(z1,22) = —4x1 — 222+ 4 Bild 1.5 f(z1,z2) = w% + wg

X2 2

Bild 1.6 Isolinien ¢ = —4x1 — 2x2 + 4 Bild 1.7 Isolinien ¢ = ac% + acg

Definition 1.5

Graphen von Funktionen
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Definition 1.7

Isolinien

Abstand

Ist f(x1,x2) eine Funktion zweier Veranderlicher mit dem Definiti-
onsbereich Dy C R?, so heifien die Punktmengen

I. = {(x1,%2,2): (z1,22)" € Dy, z= f(x1,22) = c}

Isolinien von f mit der Hohe c.

Beispiel 1.8

1. Die Funktion f(z1,z2) = —4x1 —2x2+4 (vergleiche Beispiel 1.4 und 1.6) hat
als Isolinien Geraden (siehe Bild 1.6). Fiir die konstante Hohe z= f(z1,22)=c¢
folgt aus der Funktionsgleichung

c= —4x1 — 2x2 + 4.
Umstellen nach z2 liefert die Geradengleichung

c
w2:—2w1+2—§.

Diese Geraden sind parallel (sie haben alle dienselbe Steigung —2) und schnei-
den die z2-Achse im Punkt (0, 2 — ¢/2).

2. Die Funktion f(z1,z2) = 22 + x2 (vergleiche Beispiel 1.6) hat fiir die kon-
stante Héhe z = f(z1,x2) = c als Isolinien Kreise mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung und dem Radius y/c (siche Bild 1.7).

1.2 Grenzwerte, Stetigkeit, partielle Ableitungen

Der Begriff des Grenzwertes und der Stetigkeit von Funktionen mehrerer
Veranderlicher basiert — wie auch bei Funktionen einer Verénderlichen
— auf der Konvergenz von Folgen von Argumenten gegen eine Stelle
des Definitionsbereiches. Partielle Ableitungen sind die Grenzwerte von
Differenzenquotienten bezlglich einer der Veranderlichen. Fiur Funktio-
nen zweier Veranderlicher ist die geometrische Interpretation ihrer par-
tiellen Ableitungen mdglich.

Grenzwerte

In [3] wurde bereits der Begriff der Lange eines Vektors erklart, der
in diesem Abschnitt ebenfalls Anwendung findet. Der Abstand zweier
Punkte X und Y, die den Vektoren z,y € R" entsprechen, ist die Lange
des Vektors W , also die Zahl
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1. Eine Funktion a: N — R", die jeder nattirlichen Zahl k ein Ele-
ment ar € R™ zuordnet, heifit Folge im R". Sie wird mit {ax}
bezeichnet.

2. Die Folge {ar} € R" konvergiert gegen die Stelle Z € R", wenn
gilt

lim |ax — z| = 0.
k— o0

Die Stelle z heiit Grenzwert der Folge {ax}, der wie folgt be-
zeichnet wird

lim ap = .
k— o0

Beispiel 1.10

-
1. Betrachtet wird die Folge mit den Gliedern aj = (227’6, 217’6) , k € N (siehe

Bild 1.8). Die ersten Folgenglieder lauten (2,1)", (1,0.5)", (0.5,0.25) ", ...
Es wird gezeigt, dass diese Folge gegen die Stelle z = (0, 0)—r konvergiert. Nach

Definition 1.9 wird lim |a, — Z| berechnet. Es ist
k— oo

Definition 1.9

Folgen und Grenzwert

lim |ap—Z| = lim 227k — ()24 (2% —0)2 = lim 22(2-k) 4 22(1-k)
i Jay | V( )2+ ( 2 = lim o/

k— oo

= lim /(222422)22k = lim v20/2" = 0.
k— oo

k— o0

2. Betrachtet wird die Folge mit den Gliedern ay, = (sin(kn/2), 1/k*) T, k € N (siehe

Bild 1.9). Die ersten Folgenglieder sind
LD, (0.1/97, (=1,1/9)7, (0,1/16) 7, (1,1/25) ", ...

Die Punkte, die diesen Folgengliedern entsprechen, liegen abwechselnd auf den
Geraden z1 = 1, 1 = 0, 1 = —1. Es gibt keinen Punkt Z in der Ebene so,
dass der Abstand der Folgenglieder zu diesem Punkt gegen null konvergiert.
Welcher Punkt auch immer gewéhlt wird, der Abstand derjenigen (unendlich
vielen) Folgenglieder zu diesem Punkt, die auf den Geraden liegen, auf denen
dieser Punkt sich nicht befindet, ist stets mindestens so grofl wie der Abstand

dieses Punktes zu den Geraden selbst.

Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ hat fiir ¢ — &
den Grenzwert c € R:

lim f(z) =e¢, z,z € R",
Tr—
wenn fiir jede gegen & konvergente Folge {a} gilt

lim f(ax) = c.
k—oo

Beispiel 1.12

Der Grenzwert der Funktion f(z1,z2) = If +2x172 + Ig firz —» = = (2, 3)T ist

zu ermitteln (siche Bild 1.10).

Xz
a
1 .
0.5 a a
s
fr- ; 1 vi
ol 1 2 X

Bild 1.8 Folge aj, = (227% 21-#)T

| X, |
| Y
! 1
| |
| |
| a, |
| |
4 a3 s ! a5
T T
| |

Bild 1.9 Folge aj, = (sin(kn/2), 1/k2)T

Definition 1.11

Grenzwert einer Funktion
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10

z50

Bild 1.10 f(z1,z2) :a:?—i—?a:la:z +a:§

Definition 1.13

Stetigkeit

-2 =2

Bild 1.11 f(z1, z2) = (22—22)/(z?+23)

Fiir jede Folge {ax} = {(ar1,anr2) "}, die gegen Z = (2,3) " konvergiert, gilt

lim ap; =2 und lim ags = 3.

k— oo k— o0

Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergenter Zahlenfolgen (siehe z.B. [3])
ergibt sich damit

2 3
lim f(ak1,ar2) = ( lim aM) +2 lim ap; lim aps + ( lim ak2>
k— oo k— oo k— o0 k— o0 k— o0
2 +2.2.3+3% =43
Stetigkeit

Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ heifit stetig
an der Stelle z € Dy, wenn gilt

lim f(z) = f(Z).

r—T

Die Funktion heif}t stetig, wenn f an jeder Stelle des Definitionsbe-
reiches Dy stetig ist.

Beispiel 1.14

Die Funktion
2 2
L1~ T2 T T
—S5 5 T1,T 0,0) ",
Flar,s) = P (w1, 22)  #(0,0)

0, (z1,22)" = (0,0)7
(siche Bild 1.11) ist stetig fiir alle (z1,z2)" # (0,0)".

Fiir (1, 22) " = (0,0) " hingegen ist f(z1,z2) nicht stetig. Wird z. B. die Folge mit
den Gliedern as, = (1/k,0) " gewihlt, die gegen die Stelle (0,0) " konvergiert, so ist
der Grenzwert der Folge der zugehorigen Funktionswerte nicht der Funktionswert
£(0,0) = 0:

) . 1/k* -0

lim f(ag) = lim —s——
k— o0 k— o0 l/k +0
Auch fiir die Folge mit den Gliedern aj, = (2/k, 1/k) ', die gegen die Stelle (0,0) "
konvergiert, ist der Grenzwert der Folge der zugehorigen Funktionswerte nicht der
Funktionswert f(0,0) = 0:

2 2

lim f(ar)= lim M = 3 # f(0,0).

k— oo k— oo 4/k +1/k 5

Offenbar ist der Grenzwert der Folge der Funktionswerte von f(xz1,x2) fiir ver-
schiedene gegen die Stelle (0, O)—r konvergierende Folgen nicht derselbe. Damit hat
die Funktion f(z1,2) an der Stelle (0,0)" keinen Grenzwert und ist daher dort
nicht stetig.

=1# f(0,0).

Die Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Folgen bzw. Funktionen sind
analog zu denen von Funktionen einer Verédnderlichen. Insbesondere
sind Summe, Produkt und Quotient (Nennerfunktion ungleich null) ste-
tiger Funktionen ebenfalls wieder stetige Funktionen.
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Partielle Ableitungen

Sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich Dy C R". Existiert
fiir ein i € {1,...,n} an einer festen Stelle (1, ..., x,) " der Grenzwert

lim f@1y ey + AZiy ooy @) — f(X1, 00y Tiy eery Tn)
Az;—0 Az;

)

so heifit er partielle Ableitung von f nach z; an der Stelle

(x1,...,x,) " und wird wie folgt bezeichnet:

of

g (@801 omg ) = e (T1, ey Tn).

Die Funktion f ist dort partiell differenzierbar nach x;.

Beispiel 1.16

1.

Die Funktion f(z1,z2) = mf + 2x1720 + Ig ist an jeder Stelle des R? nach
und nach zo partiell differenzierbar. Es ist

frzq = 221 + 222 und fro =221 + 313.

. Die Funktion f(z1,z2) = xTQ mit dem Definitionsbereich

Dy = {(zl,mg)T: 0<z1 <00, —00 < Ta <00}

ist an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches nach x; und nach x> partiell dif-
ferenzierbar. Es ist
-1

_ z _ .72
fzq = z27] und foo =% Inzy.

. Die Funktion f(z1,x2,z3) = €"2%3 4+ 23 mit dem Definitionsbereich Dy = RS

ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich partiell differenzierbar nach x1, z2
und z3. Es ist

fer =0 und fey = w3 e”273 und faog = w2 273 4 1.

. Die partielle Ableitung fz, an der Stelle z = (Z1, ey T

. Der Grenzwert lim in Definition 1.15 der partiellen Ableitung

Axz;—0
bezieht sich nur auf die Veranderung der i-ten Veranderlichen x; der
Argumente von f. Alle anderen Argumente sind fest. Die entspre-
chende partielle Ableitung nach z; ist daher gleich der gewohnlichen
Ableitung von f nach x;, wenn alle anderen Argumente als konstant
betrachtet werden.
)T st
gleich der Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion
f(Z1,..., X4y ..., Tn) der einen Veranderlichen z; an der Stelle ;.

Fir eine Funktion zweier Veranderlicher 1 und z2 lauten die Glei-
chungen der beiden Tangenten (Geraden im Raum)

T T 1
T2 | = T2 G T 0 und

% f(fl,if2) fo (jlajz)

Definition 1.15

Differenzierbarkeit und
Ableitungen

Bemerkung 1.17
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s
s
s
s
[

(Rf) &
o f(Rx)

Bild 1.12 Tangenten an den Graphen
von f, Stelle (Z1,z2) "

Hermann Amandus Schwarz
(* 25. Januar 1843 in Hermsdorf, Schle-
sien, T 30. November 1921 in Berlin)

deutscher Mathematiker, Professor fiir
Mathematik in Halle, Ziirich, Goéttingen,
Berlin, Mitglied der preufiischen Akade-
mie der Wissenschaften (1882), der Leo-
poldina (1985) und der Russischen Aka-
demie der Wissenschaften (1897)

Funktionentheorie, Theorie der Minimal-
flichen, Schwarz-Christoffel-Transforma-
tion, Arbeiten zur hypergeometrischen
Differentialgleichung, Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, Spiegelungsprinzip von
Schwarz, Alternierendes Verfahren von
Schwarz zur Gebietszerlegung bei der
Losung elliptischer partieller Differenti-
algleichungen

hier: Satz von Schwarz

x1 1 0
x2 | = T2 + 7 1
2 f(Z1,Z2) Jao (Z1,2)

Sie spannen die sogenannte Tangentialebene auf, die den Graphen
der Funktion z = f(x1,x2) im Punkt P(Z1,Z2, f(Z1,Z2)) beriihrt
(siehe Bild 1.12).

3. Existieren fiir eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R"
die partiellen Ableitungen beziiglich jedes Argumentes, so heifit f
auf Dy differenzierbar.

4. Die Rechenregeln fiir das Bilden der partiellen Ableitungen nach ei-
ner bestimmten Verdnderlichen sind analog zu denen fiir Funktionen
einer Verdnderlichen. Alle anderen Verinderlichen werden dabei als
konstant betrachtet.

5. Partielle Ableitungen héherer Ordnung ergeben sich als partielle Ab-
leitungen der partiellen Ableitungen (die ihrerseits Funktionen meh-
rerer Veranderlicher sind). So ist z. B.

- () - 2 - (8
835% - Ox1 \Ozx1 - JEes 0x10x2 _ Oz \Ox1 = Jzi1z9,
ﬁ_i(ﬁ>_f &f -2 (o

Ox20x1  Oxy \Ox2/) "7V 9x2 T Omo \Oxze/) T

6. Nach dem Satz von Schwarz ist fiir eine auf ihrem Definitionsbe-
reich Dy C R"™ p-mal stetig differenzierbare Funktion f die Reihen-
folge des Differenzierens beim Bilden einer ¢g-ten partiellen Ableitung
mit ¢ < p unerheblich. Insbesondere gilt fiir zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen f

fﬂiimj = fﬂijﬂiia ,j=1,..,n, 1 # ] (1.1)

1.3 Gradient, partielles und totales Differenzial,
Fehlerrechnung

Der Gradient einer differenzierbaren Funktion mehrerer Veranderlicher
hat zentrale Bedeutung. Er gibt z. B. die Richtung der steilsten Steigung
an. Mit seiner Hilfe kann das totale Differenzial berechnet werden, das
bei der ndherungsweisen Berechnung von Funktionswerten und insbe-
sondere bei der Fehlerrechnung verwendet wird.
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Gradient

Ist eine Funktion f mit dem Definitionsbereich Dy C R™ an einer Definition 1.18
Stelle « € Dy nach allen n Verdnderlichen partiell differenzierbar, so

heifit der Vektor der ersten partiellen Ableitungen von f Gradient

von f an der Stelle x:

grad f(z) = (foy (), oy fan ()" -

Der Gradient weist in Richtung der steilsten Steigung der Funktion f
an der Stelle z.

Beispiel 1.19 Gradient an einer Stelle
Die Funktion o 0 0 X2
f(z1,w2) = =27 + 1021 — 23 + 1022 — 40 = — (31 — 5)° — (w2 — 5)> + 10 5 5
10 1o

(siehe Bild 1.13) hat den Gradienten grad f(z1,zs) = (—2z1 + 10, —2z5 + 10) .
An der Stelle = (4,4) " ergibt sich z. B. grad f(4,4) = (2,2)", an der Stelle
z = (3,6)" ergibt sich grad f(3,6) = (4,—2)".

Der Graph der Funktion f ist ein Kreisparaboloid. Seine Isolinien sind Kreise
mit dem Mittelpunkt M(5,5). In Bild 1.14 sind die Isolinien zusammen mit den
beiden Gradienten dargestellt.

Partielles und totales Differenzial

Das Differenzial df der an einer festen Stelle x = z differenzierbaren
Funktion f einer Veranderlichen mit der Abweichung Ax ist erklart als

df(Az) = f'(z)Ax,

und fiir den Funktionswert f(Z + Ax) gilt ndherungsweise (siehe [3]) Bild 1.13

F@ + M) ~ f(3) + f'(@)Az = f(&) + df (Ax). J(e1,22) = 41021 —23 41022 —40

Wird bei einer Funktion f(z1,x2) zweier Veranderlicher eine Stelle i

z = (Z1, 3_72)T betrachtet und wird Z» fixiert, so resultiert die Funktion
f(z1,T2), die jetzt nur noch von der einen Verdnderlichen x1 abhéngt.
Fiir den Funktionswert f(Z1 + Az1,Z2) gilt dann

(@1 + Az, T2) & f(Z1,T2) + fa, (%1, T2)Az1 = f(Z) + dfe, (Az1),
mit dem partiellen Differenzial nach der Veranderlichen x1
dfey (Az1) = fo, (Z1, Z2)Am1 = fo, (T)Ax1.

Das partielle Differenzial nach der Verdnderlichen z1 gibt ndherungs-
weise den Funktionswertzuwachs der Funktion f an, wenn von der Stelle
% = (Z1,%2)" nur in Richtung der x1-Koordinate um Ax; abgewichen
wird. Analog ergibt sich bei fixiertem 1 und der Abweichung Ax»

Bild 1.14 Isolinien, Gradienten
f(Z1, @2 + Axo) & f(Z1,Z2) + [y (T1, T2) Axz = f(Z) + dfe, (Ax2)
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Partielles Differenzial

Definition 1.20
Totales Differenzial

Néherung von Funktionswerten

mit dem partiellen Differenzial nach der Verdanderlichen x2
Afey(AT2) = foo (T2, T2)Az2 = fo, (T)Azsa.

Entsprechend ist fiir eine Funktion f mit n Verénderlichen z1, ..., z,
das partielle Differenzial nach der Verénderlichen x; an der Stelle

dfe, = f2,(@)Az;, Az; €R, i =1,...,n.

Sei f eine auf dem Definitionsbereich Dy C R™ differenzierbare Funk-
tion, & € Dy eine feste Stelle und Az = (Az1, ..., Az,) " ein reeller
Vektor. Die Funktion des Vektors Az = (Ax1, ..., Azy) "

df(Az) = (gradf(z), Azx) = fz, (Z)Az1 + ... + fo, (T)Azn (1.2)
heifit totales Differenzial der Funktion f an der Stelle Z.

Das totale Differenzial d f(Ax) der Funktion f an der Stelle & gibt né-
herungsweise den Zuwachs des Funktionswertes von f an, wenn von der
Stelle T in eine beliebige Richtung mithilfe des Vektors Az abgewichen
wird. An der Stelle x = & + Ax gilt die Naherungsformel

f(x) = f(z + Az) = f(z) + df(Ax). (1.3)

Beispiel 1.21

Fiir die Funktion
flz1,@2) = —2? +10x; — 22 4+ 10x2 — 40 = —(z1 — 5)? — (z2 — 5)% + 10

aus Beispiel 1.19 mit dem Funktionswert f(7,4) = 5 soll ndherungsweise der
Funktionswert an den Stelle (7.2,4.3) " und (7.2,4.1) " mithilfe des totalen Diffe-
renzials ermittelt werden.

Esist 2 = (7,4) 7, fo, = —221 + 10, fo, = —222 + 10.

An der Stelle (7.2,4.3) " ergibt sich mit Az = (0.2,0.3) " das totale Differenzial
df(0.2,0.3) = fuy (7,4) - 0.2+ fup (T,4) - 0.3 = (—4) - 0.2+ 2- 0.3 = —0.2.

Als néherungsweiser Funktionswert ergibt sich nach Gleichung (1.3)

F(7.2,4.3) ~ f(7,4) — 0.2 =5 — 0.2 = 4.8.

Der genaue Funktionswert ist f(7.2,4.3) = 4.67.

An der Stelle (7.2,4.1) " ergibt sich analog mit Az = (0.2,0.1) "
df(0.2,0.1) = fo, (7,4) - 0.2+ fup (7,4) - 0.1 = (—4) - 0.2+ 2- 0.1 = —0.6.
Damit ist der ndherungsweise Funktionswert

F(7.2,4.1) ~ f(7,4) — 0.6 = 5 — 0.6 = 4.4.

Der genaue Funktionswert ist f(7.2,4.1) = 4.35.

Fehlerrechnung

Wie bereits bei Funktionen einer Verdnderlichen finden Differenzial und
nidherungsweise Funktionswertberechnung auch bei Funktionen meh-
rerer Verdnderlicher Anwendung bei der Fehlerrechnung. Dabei wer-
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